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RESUMEN 



En este libro se define Particion de Markov de una variedad compacta y riemanniana M para 
un difeomorfismo / de M en M, cuando este difeomorfismo pertenece a cierta clase particular 
llamada " de Anosov" . El motivo es demostrar la existencia de particiones de Markov. Esta dirigido 
a estudiantes y egresados de nivel de grado universitario en Matematica. 

En la parte 1 se exponen definiciones y teoremas que se asumen conocidos, referentes a los 
difeomorfismos llamados de Anosov. Casi todos los resultados expuestos en la section 1 se enun- 
cian sin demostracion porque no son el motivo de esta presentacion. Pueden encontrarse en las 
referencias [2], [3] y [3J. 

En la parte 2 se define particion de Markov de una variedad M para un difeomorfismo / en 
M. La definition esta referida solamente a los difeomorfismos de Anosov, aunque es aplicable a 
una clase mas general de difeomorfismos en la variedad. (Vease [5]). 

La demostracion de la existencia de una particion de Markov (Teorema de Sinai [6j) se concluye 
en la parte 5 de este trabajo y se basa en la construction de un cubrimiento adecuado de la variedad 
que se luego refinado apropiadamente. Este metodo constructive fue extraido del libro de R. Bowen 

(ID)- 

Tambien se extrajo de R. Bowen (pQ) la presentacion de la dinamica simbolica que se expone 
en la ultima parte de esta monografia. 
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1. Definiciones y Resultados Previos 

Se asume que M es una variedad de clase C 1 compacta y Riemanniana y que / : M i-> M es 
un dofeomorfismo de clase C 1 en M. 

1.1 Difeomorfismo de Anosov 

Definicion 1.1 / es un difeomorfismo de Anosov si existen constantes K y A; K > 0, < A < 1; 
y subespacios S x , U x de T X M, tales que: 

i S X ,U X varfan continuamente con x 

ii S X ®U X = T X M 

iii S x , U x son invariantes con /, es decir: f' x S x = Sf^,f x U x = t//( x ) Vx G M 

iv ||(/ n ) x s x || < ^A n ||s x || Vs, G 5 X , Vn > 0, Vx S M 

v ll(/ n )>z|| < ^""11^11 Vu x G U x , Vn < 0, Vx G M 

Observacion 1.2 Las dimensiones de S x y J7 X son constantes en las componentes conexas de M 
debido a la condicion i. de la definicion anterior. El fibrado tangente TM es la suma directa de los 
dos subfibrados S y U invariantes con /, llamados "subfibrado estable. e ''inestablerespectivamente. 
Si (x, s x ) G S, entonces su norma decrece (mas que exponencialmente con tasa + log A < 0) cuando 
n —> +oo. Si (x, u x ) G U, entonces su norma crece (mas que exponencialmente con tasa — log A > 0) 
cuando n — > +oo, pues sustituyendo en v. m = —n,y = f~ m (x),u y = (f~ m )' x u x resulta: 

||(/ m );%|| > ;^A- m |KII V % G U y , Vm > 0, Vy G M 

Si / es un difeomorfismo de Anosov, tambien lo es y el subfibrado estable para f~ l es el 
inestable para / y viceversa, como se observa de la definicion de difeomorfismo de Anosov. 

1.2 Expansividad 

Definicion 1.3 Un difeomorfismo / : M i— >• M es expansivo si existe una constante p > 0, llamada 
constante de expansividad, tal que 

dist (f n x, f n y) < pVn G si y solo si x = y 

Una sucesion bi-infinita {2/n} ng ^) Un £ se dice que e—acompana a otra {%n} ne %i x n £ M, 
si dist (x n , 

Un) < e Vn G Z,. La expansividad de un difeomorfismo significa que para cierto p > 
suficientemente pequeno, dos orbitas diferentes nunca se p— acompanan. 

Un propiedad conocida es la siguiente: 

Proposicion 1.4 Todo difeomorfismo de Anosov es expansivo. 
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1.3 Estabilidad topologica. 

Definicion 1.5 Un difeomorfismo / : M i— >■ M es topologicamente estable si dado e > existe un 
C° entorno V de / tal que para todo g € V existe una semiconjugacion h : M i-> M entre g y f 
(i.e. h es continua, sobreyectiva y cumple ho g = f oh) tal que dist (h(x),x) < e Vx G M. 

Observacion 1.6 S 1 ? / es topologicamente estable, si V es un C° entorno de f como en la defi- 
nicion anterior y si g £ calV entonces 

h(g n (x)) = f n (h(x)) Vx e M Vn e Z 

La estabilidad topologica de f significa que si g estd suficientemente proxima de f (en la topologia 
C°) entonces las orbitas de g estdn e-acompanadas por las de f y e acompanan a todas las orbitas 
de f (ya que la transformacion h es sobreyectiva.) 

Teorema 1.7 (Pugh) Un difeomorfismo f : M i— )• M es topologicamente estable si y solo si 
dado e > existe 5 > tal que toda sucesion bi-infinita de puntos {y n }n G y n € M que cumple 
dist(y n+ i, f(y n )) < 8 Vn £ /Z estd e-acompanada por una orbita de f 

Definicion 1.8 Sea / : M i-> M invertible. Una sucesion bi-infinita {j/n} ne ^ de puntos de M se 
llama 6 -pesudo- orbita de f si dist {f{y n )-> Vn+i) < <5 Vn € Z. 

Se concluye que un difeomorfismo / : M i-> M es topologicamente estable si y solo si dado e > 
existe 5 > tal que toda 5-pseudo-6rbita esta e-acompanada. 

Teorema 1.9 Los difeomorfismo s de Anosov son topologicamente estables. 

1.4 Conjuntos estable e inestable. 

Definicion 1.10 Sea / : M 4 M un difeomorfismo. Se llama conjunto estable de / por el punto 

x G M a 

W s (x) = {y e M : dist (f n (y), f n (x)) n ^ +00 -> 0} 
Se llama conjunto inestable de / por el punto x € M a 

W u (x) = {y£M: dist (f n (y), f n (x))^-^ 0} 

Teorema 1.11 Si f es un difeomorfismo de Anosov entonces 

W s = {y£M : Inn sup -log dist {f n (x),f n (y)) < log A} 

n— >+oo fl 

W u = {yeM: Kmsup-log dist (/ -n (x), f~ n (y)) < log A} 

n— s-t-oo Tt 

donde A es la misma constante < A < 1 de la definicion de Anosov. 

El teorema anterior significa que para los difeomorfismos de Anosov, dos orbitas que en el futuro 
(o en el pasado) se acercan de modo que su distancia tienda a cero, entonces lo hacen mas que 
exponencialmente con tasa log A. En efecto: Inn sup n -+ +00 ^ log dist {f n (x), f n (y)) < log A implica 

dist(f n (x),r(y))<Ae-^ Vn > 

donde A es un numero positivo y 7 es un numero real positivo elegido de modo que 7 < — log A. 
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Observacion 1.12 Dos conjuntos estables distintos son disjuntos pues si z G W s (x)nW s (x') ^ 
entonces, a partir de la definition de conjunto estable y la propiedad triangular de la distancia se 
tiene W s (z) C W s (x) n W s (x') y W s {x) U W s {x') C W s {z). Luego W s {x) = W s {x'). 
Los mismo vale para los conjuntos inestables. 

Proposicion 1.13 Si f es un difeomorfismo expansivo con constante de expansividad p, entonces: 

W s (x) = {y G M : dist (f n (x), f n (y)) < p Vn suficientemente grande } 

W u {x) = {y G M : dist (f~ n (x), f~~ n {y)) < p Vn suficientemente grande } 

Demostracion: De la definition de conjunto estable se obtiene que 

W s (x) C {y G M : dist (f n (x), f n (y)) < p Vn suficientemente grande}) 

Para demostrar la otra inclusion supongamos por absurdo que existe y G M tal que 

dist (f n (x),f n (y)) <pVn>N, dist (/" (x), /" (y)) n ^ +OD A 

Entonces existe una sucesion n& — > +oo tal que dist (f Uk (x), f nk (y)) > e > Vfc. Podemos elegir 
nfc de modo que f nk (x) y f nk (y) sean convergentes (por la compacidad de M). Luego si p G ^ se 
tiene 

dist < p Vn fc > AT - p 

Cuando k — > +oo se tiene dist (f p (xo), f p (yo)) < P Vp G ^ donde rc = lfm/ nfe (x), yo = 
lfm/ Tl ' c (y). Por la expansividad xq = yo, contradiciendo la election de n&, pues 

dist(/^(^),/ nfc (y)) >e>0 □ 

Observacion 1.14 Se observa que la proposicion anterior sigue siendo valida si se sustituye la 
constante de expansividad p por cualquier otra constante e > 0, e < p. Entonces 

W s {x) = |J {y G M : dist (f n (x)J n {y)) < e Vn > N} = 
= [j {y G M : dist (f n {x), f n {y)) < e Vn > N} Vk e % 

n>k 

Definicion 1.15 Se llama e— conjunto estable de / por el punto x G M al conjunto 

W s e (x) = {y G M : dist (/» (x), /"(y)) < e Vn > 0} 

Se llama e— conjunto inestable de / por el punto i£Mal conjunto 

W?(x) = {y£M: dist (/"(x), f n (y)) < e Vn < 0} 

Observacion 1.16 Si / es un difeomorfismo expansivo es facil ver, a partir de la definicion 
anterior y de ll.13l v ll.14l que: 

i y G W*(x) & x G W/(y); y G W^(x) x G 



9 



ii Si e < p entonces W*(x) n W^(x) = {x}. 

iii f(W t s (x)) = {z£M : dist (f n (x), f n ~ l {z)) < e Vn > 0} = 

= {z€M: distCT-VOr)),/"- 1 ^)) < e Vn > 1} n {z £ M : dist (x, < e l = 

Luego 

/(w e s (x)) = w e s (/(x))n/(s e (x)) 

Analogamente 

^(/(^•)) = /(w / "W)ns e (/(x)) 

iv /(W e s (x)) C W?(/(x)) y /(W?(s)) D tW(x)) 

v Si e < p (vease I1.14f) entonces: 

w s (x) = y /-^(^(/^(x))) = y r N (w e s (f N (x))) 

En particular 

W e s (x) C VT(x), W e u (x) C W u (x) 

1.5 Variedades invariantes. 

El teorema que sigue justifica el nombre de variedad invariante estable (respectivamente intes- 
table) que recibe el conjunto estable (respectivamente inestable) cuando / es un difeomorfismo de 
Anosov. Se enuncia sin demostracion, la cual puede encontrarse en la referenda [3]. 

Teorema 1.17 Sea / : M i— > M un difeomorfismo de Anosov. Entonces los conjuntos W s (x) y 
W u (x) son C 1 variedades inmersas en M , que pasan por x, tangentes en x a los subespacios S x 
y U x respectivamente. 

Se observa de la definicion 11.101 que la partition de M en las variedades estables e inestables es 
invariante por /; mas precisamente: f(W s (x)) = W s (f(x)); f(W u (x)) = W u (f(x)) 

Observacion 1.18 Cuando / es un difeomorfismo de Anosov, entonces W s (x) y W u (x) son 
variedades inmersas en M segun afirma el teorema 11.171 Sin embargo no son necesariamente 
subvariedades de M: la inclusion es continua pero no necesariamente un homeomorfismo sobre su 
imagen (la topologia en W s {x) podrfa ser estrcitamente mas fina que la inducida por M). 

Teorema 1.19 Sea f : M >— >■ M un difeomorfismo de Anosov. Si e > es suficientemente pequeno 
entonces: 

1 Para todo N £ "Z el conjunto f N {W^(f~ N (x))) es un entorno de x en la variedad W s (x) 
homeomorfo a una bola en el subespacio S x 

2 La topologia en f N (W°{f~ N (x))) como entorno en la variedad W s (x) es la misma que la 
inducida en el por la topologia de M 
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La demostracion se encuentra en 1 referencia bibliografica [3]. Es parte de la demostracion del 
teorema ll.171 de existencia variedades invariantes. 

En particular W/(x) es un entorno de x en W s {x) y la topologi'a en W^(x) como subconjunto 
de W s (x) es la misma que la inducida por la topologia de M como subconjunto de M. 

Aplicando el teorema anterior a / _1 en lugar de / y observando que por definicion las varie- 
dades estables de / _1 son las inestables de /, se obtiene que W™(x) es un entorno de x en W u (x) 
y su topologi'a como subconjunto de W u (x) es la misma que la inducida por la topologia de M. 

En virtud de la primera parte del teorema anterior, los epsilon— conjuntos estable e inestable 
se llaman epsilon— variedades estable e inestable, y son subvariedades de M (variedades encajadas, 
con la topologia inducida por la de M). 

De la segunda parte del teorema anterior se desprende que: 

■ Si U es un abierto de W*(x) (como variedad estable), entonces existe B abierto en M tal 
que U = B n 

■ Si x n , x G W"(x) y si dist (x n , x) — > en M, entonces x n — > x en W*(x) (y reciprocamente). 

1.6 Interseccion de variedades invariantes. 

En la observation 11.161 obtuvimos que W/(x) PI W u e(x) = {x} si < e < p. Probaremos 
a continuation que cuando x e y estan sufitientemente proximos y e > es pequeno, entonces 
W/fl W u e(y) consiste en un unico punto que denotaremos como [x,y]. En lo que sigue / : M i->- M 
denota un difeomorfismo de Anosov. 

Proposition 1.20 Dado < e < p/2 existe 5 > tal que W/(x) D W"(y) consiste en un unico 
punto, para todos x,y £ M tales que dist(x,y) < 5. 

Demostracion: Por los teoremas 11.71 v [L9l existe 8\ > tal que toda 8\ pseudo-orbita de / esta e/2 
acompanada por una orbita de /. 

Tomemos delta = min(5%, e/2) y dos puntos x, y G M tales que dist (x, y) < 5. 

La sucesion bi-infinita {y n } n£ ^ definida por y n = f n (x) si n > 0, y n = f n (y n ) si n < 
es una 5\ pseudo-orbita. Entonces existe z G M que cumple dist (f n (z), f n (x)) < e/2 Vn > 
0, dist (f n (z),f n (y)) < e/2 Vn < 0. Ademas dist (z, y) < dist (z, x) + dist (x, y) < e/2 + 5 < e. 

Entonces z G W^(x) n 

Ademas 2 es unico en W/(x) PI W"(y) debido a la expansividad de /. □ 
Definicion 1.21 Llamaremos funcion corchete a 

[•, •] : {(x, y) G M 2 : dist (x, y < 5)} H- M 

definida por 

[x,y] = W e s (x)nW?(y) 

Se observa que 

dist (f n ([x, y}), f n (x)) < e Vn > 0, dist (f n ([x, y]), f n (y)) < e Vn < 
debido a la definicion de la funcion corchete y a la definicion de las e- variedades estable e inestable. 
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Teorema 1.22 La funcion corchete [•, •] es continua. 

Demostracion: Sea (x n , y n ) — > (x, y) en M 2 tales que dist (x, y) < 5. Como M es compacta puede 
elegirse (x n ,y n ) de modo que [x n ,y n ] sea convergente en M. Sea z n = [x n ,y n ] — > z G M. Basta 
demostrar que z = [x,y]. 

Como z n G W/(x n ) entonces dist (f p {z n ), f p (x n )) < e Vp > 0. Dejando fijo p y haciendo 
n — > oo, por la continuidad de / se tiene que dist (f p (z), f p (x)) < e Vp > 0, de donde z € W/(x). 

Analogamente se obtiene z G W"(y), de donde z G W^(x) fl = □ 

1.7 Forma local del producto 

Teorema 1.23 Sea f : M ^ M un difeomorfismo de Anosov. Existe una constante e > tal que 
para todo x G M el producto W^{x) x Wj(x) es homeomorfo a un entorno de x en M. 

Demostracion: Elijamos < e < p/2 (donde p es la constante de expansividad de /). Sea 5 > 
elegido segun el teorema 11.201 v sea < e < mm(<5/2,e). Resulta: 

W?(x) x W£{x) C {(z,y) G M 2 : dist (z, y) < 5} 

Puede aplicarse la funcion corchete a puntos en W™(x) x W^(x) C M 2 . 

Sea (p = [■, •]\w^(x)xwi (x)- ^ a aplicacion ip es continua porque es la restriccion de una funcion 
continua. Es inyectiva pues si [z,z'] = [z,z'] donde z,~z G W~(x), z' ,~z' G W-§(x) entonces 

dist (f n (z), f n (z)) < 2e < 2e Vn > 

dist (f n (z), f n (z)) < 2e < 2e Vn < 

Luego por la expansividad de / se tiene z = ~z. Analogamente se obtiene z' = ~z! . 

La e-variedad estable W{{x) = {y G M : dist (f n (y), f n {x)) < e Vn > 0} es cerrada en M que 
es compacta, luego es compacta. Analogamente es compacta W~(x). Asi ip es continua e inyectiva 
con dominio compacto Wj(x) x W^(x) a M. Como el dominio de <p y su codominio son variedades 
de la misma dimension finita, <p es un homeomorfismo sobre su imagen. 

En efecto p(x,x) = x, dimW|(x) = dim5 x , dhnW~(x) = dimU x , S X ®U X = T X M de donde 
dun(Wg(x) x Wi(x)) = dimM. 

Siendo W™(x) x W-§(x) un entorno de (x,x) en M 2 , su imagen homeomorfa es un entorno de 
x G M. □ 
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2. Rectangulos y particiones de Markov 

Sea / un difeomorfismo de Anosov en una variedad compacta y Riemanniana M. Se defi- 
nira Partition de Markov para /. Es un cubrimiento finito de M por cierta clase de cerrados 
llamados rectangulos, con interiores dos a dos disjuntos, y que cumplen condiciones que los vin- 
culan a la dinamica de /, es decir, al espacio de orbitas de /. 

Comenzaremos definiendo rectdngulo y demostrando algunas propiedades que seran utilizadas 
mas adelante. 

2.1 Definicion de rectangulo 

Sea e > tal que < ep/4 (donde p denota la constante de expansividad de /, definida en 
11.31 y sea 5 > elegido como en 11.201 

Definicion 2.1 Un subconjunto R no vacfo de M se llama rectdngulo para / si tiene diametro 
menor que 5 y ademas [x,y] G R Vx,y G R. Es decir: si x, y G R entonces existe un unico 
z G W^(x) n W/(y) = [x, y] y ademas z G R. 

Definicion 2.2 Un rectangulo R es propio si R = inti?. 

Ejemplos: 

i) A partir de la definicion observese que si e > se elige suficientemente pequeiio entonces es 
un rectangulo el entorno V de x en M que tiene forma local del producto segiin el teorema 
11.231 (es decir V es homeomorfo a W^(x) x W{{x)). 

ii) Si x e y son dos puntos proximos en M y si U y V son entornos de x e y respectivamente, 
como en el ejemplo anterior, entonces U U V U [U, V] U [V, U] es un rectangulo. 

iii) Si U y V son dos rectangulos no disjuntos, entonces U D V es un rectangulo. 
Definicion 2.3 Sea R un rectangulo yxGi2.Se llama e-variedad estable de x en R a 

W'(x,R) = W°(x)nR 

Analogamente: 

W u (x,R) = W?(x)nR 

Proposicion 2.4 Sean x,y G R, R rectdngulo. Entonces y G W s (x,R) si y solo si W s (x,R) = 
W s (y,R). 

Demostracion: Como y G W s (y,R) es inmediato que W s (x,R) C W s (y,R) implica y G 
W s {x,R). 

Para el reci'proco alcanza probar que y G W s (x,R) implica W s (x,R) C W s (y,R) (pues por 
simetrfa y G W s (x, R) si y solo si x G W s (y, R)). 

Probemos entonces que y,z G W s (x,R) implica z G W s (y,R): 
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Sea w = [z,y] = W°(z) n W?{y). Como z G W t s (x). Entonces w = W| e (x) n W?(y). 
Ademas y G W^ psilon (x). Entonces w = W^ t (y) r\W^ (y) . Sicndo 3e > p, donde p es la constante 
de expansividad, se tiene que w = y o sea: 

y = [*,z] = W e a (*)nW e u (y) 

de donde y G WepsiJoraC" 2 )' ° 1° que es 1° mismo z G W e s (y) como queriamos demostrar. □ 
2.2 Borde de un rectangulo 

Definicion 2.5 Se llama Borde Estable de un rectangulo R al conjunto 

9 s = {x G i2 : x intW u (z, i?) en W?(x)} 
Se llama Borde Inestable de un rectangulo i? al conjunto 

d u R = {xeR:x(£ \ntW s (x, R) en W*(x)} 

Demostraremos que para los rectangulos R cerrados, el borde topologico de R es d s R U d u R. 
Ademas para justificar el nombre de borde estable, demostraremos que d s (R) esta formado por 
la union de e-variedades estables en R: 



Proposicion 2.6 y G d s R implica W s (y,R) C d s R. 
y G d u R implica W u (y,R) C d u R 



Demostracion: Por absurdo sea x G W s (y,R) \ d s R. Entonces x G intW u (x, R) en W™(x), 
o sea existe un entorno V de x en W™(x) contenido en R. 

Sea (f(z) = [z, x] = W£(z) n W™(x) definido para los puntos z G W u e(y) que estan a distancia 
menor que 5 de x. 

(p es continua pues es la restriccion de [•,•]. 

Ademas (p(y) = [y,x] = x porque x G W/(y). 

Entonces (p~ l (V) es un abierto de W™(y) que contiene a y. Ademas si z G <^ _1 (F) entonces 
tp(z) = u G V C R. Luego [z,x] = u, de donde z G W/(it). Como z G W £ u (y) se obtiene que 
z = [it, y] con u, y G i?. Entonces por definicion de rectangulo z G i?. Se tiene asf que <^ _1 (y) C i?. 

Se ha hallado un entorno de y en W"(y) contenido en i?. Entonces y G mtW u (y, R) en W"(y), 
o sea y g" <9 s i? contradiciendo la hipotesis. □ 

Proposicion 2.7 Si R es un rectangulo cerrado entonces dR = d s RU d u R. 

Demostracion: Veremos que inti? = R \ (d s R U d u R) Segiin la definicion de borde estable e 
inestable tenemos que 

R \ {d s R U d u R) = {x G R : x G int W u (x, R) en W?(x); x G int W s (x, R) en W*(x)} 

Sea y G int R, sea B un entorno de y en M contenido en R. Tenemos que 

y G T^ u (y) nfiD W e u (y) n = W u (y, i?) 
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Luego W"(y) n B es un entorno de y en W"(y) que esta contenido en W u (y,R), y entonces 
y £ d s R. 

De igual forma tenemos que y G" d u R , con lo cual deducimos que 

int R C R\(d s RUd u R) 

Reci'procamente: Si y G int W u (y,R) en W^(y) entonces existe un entorno de y en W"(y) que 
esta contenido en i?. Llamemos V a su intersection con W u e(y), siendo e ^0 elegido como en el 
Teorema 11,231 

V es un entorno de y en W"(y) porque W w e(y) lo es. Ademas V C RC\W u e{y). De igual forma 
hallemos U entorno de yen W/(y) contenido de i? n W s e(y). 

Por el Teorema 11,231 [V, f7] es un entorno de y en M. Como V, J7 C i?, por la definition de 
rectangulo se deduce que [V, U] C R. Entonces y G int i?. Luego i? \ (<9 s i? U d u R) C int -R. □ 

2.3 Propiedades de los rectangulos 

Algunas propiedades que se demuestran a continuation seran utilizadas en los paragrafos si- 
guientes: 

Proposicion 2.8 Si R es un rectangulo entonces tambien los son R y int R cuando no es vacio. 
Si R\ y i?2 son rectangulos tales que R\ n R2 ^ entonces R\ n R2 tambien es un rectangulo. 

Demostracion: Sean x,y G R, x n =— > x, y n — > y, x n , y n G R. Probemos que [x, y] G Rforallx, y G 
R. Se tiene por la continuidad de la funcion corchete que [x,y] = lim[x n ,y n }. Segiin la definition 
de rectangulo se sabe que [x n ,y n ] G R, ya que x n ,y n G R. Entonces [x,y] G R como se queria. 
Sean ahora x, y G int R. Entonces [x, y] G R. Por la expansividad de / se tiene que x = [[x, y],x] 

ey = [y, [x,y]]. 

Sean V x , V y entornos de x e y respectivamente, ambos contenidos en R. Por la continuidad de 
la funcion corchete existe V entorno de [x,y] en M tal que [V,x] C V x , [y,V] C V y . Entonces 
para todo z G V se cumple 

[[z,x],[y,z]] eR 

Siendo e < p/4 tenemos que z = [[z,x], [y,z]] y entonces V C R. Luego [x,y] G int R como se 
quen'a. 

La intersection no vacfa de rectangulos es un rectangulo como se ve inmediatamente a partir 
de la definition de rectangulo. □ 

2.4 Definicion de Particion de Markov 

Definicion 2.9 Una particion por cerrados de una variedad M es un cubrimiento finito de M 
por cerrados Ri con interiores dos a dos disjuntos. El diametro de la particion es el maximo de los 
diametros de los conjuntos cerrados que la componen. 

Definicion 2.10 Una particion por cerrados de M es una particion de Markov para el difeo- 
morfismo de Anosov / si esta constituida por rectangulos propios Ri, R2, ■ ■ ■ , R m Y si para todo 
x G int Ri fl / _1 int Rj se cumple: 

i) fW s (x,Ri) C W s {fx,Rj) 
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ii) fW u (x,R i )DW u (fx,R J ) 



Observacion 2.11 La partition de Markov esta vinculada a / a traves de la definition de 
rectangulo y de las condiciones (i) y (ii). Si int Ri n / _1 int Rj ^ entonces f(Ri) se obtiene 
de R{ al aplicarle / comprimiendo las variedades e- estables y dilatando las inestables. 

Sea una partition TZ en m subconjuntos de M(TZ no es necesariamente de Markov), con diame- 
tro (3 < p ( p es la constante de expansividad de /). Se cumple: 

a) ^ ne Z?f~ n Rj n consta a lo sumo de un punto (donde j n es una sucesion bi-infinita de numeros 
en {1,2,..., m}). Esto es porque 

x, y G f| r n R jn => dist (f n x, f n y) < p Vn G ^ =^ x = y 

b) Sea £ el conjunto de las sucesiones {jn} ne ZZ tales que ^ ne %Rj n 7^ 0- Por lo observado antes 
existe una funcion II : a i-» M definida por 

n({in} ne ^) = n R jn 

II es sobreyectiva pues toda orbita {f n x} ne % esta cubierta por conjuntos de la partition. 
Asi dado x G M existe alguna sucesion j n tal que f n (x) G Rj n Vn G Luego x G 

c) Si x, y G r\ n >of~ n Rj n entonces dist (/ n x, / n y) < (3 Vn > 0. Luego y G Wf (x) n Rj . Hemos 
probado que para cualquier partition TZ se cumple: 

x G n n > f- n R jn =}► n n > f- n R jn C W|(ar) D i? JO 

Observacion 2.12 Si x = Tl{jn} ne % entonces / n (x) G Rj n Vn G o sea f n (fx) G i?n J+ i Vn G 
^, de donde /x = n{j n+1 } n€ %. 

Llamemos shift a la transformation a : S i— >■ £ tal que a la sucesion {jn} ne % hace corresponder 
la sucesion {jn+i}„ e ^- 

Hemos obtenido que II o cr = / o n, es decir, conmuta el siguiente diagrama 

a 

£ -»• £ 

n | ;n 

M -»• M 

/ 

Ademas como Ey / son invertibles se cumple que II o £ n = / n o II Vn G Luego: 
La funcion sobreyectiva II lleva orbitas del shift en orbitas de f . 

Sea TZ = {Ri, . ■ . R m } una partition de Markov y sea x G M un punto cuya orbita por / 
no corta a los bordes de los cerrados Rj de la partition, o sea x G n rie ^/ _ri (M \ 9 Uji 1 <9i?j). 
Sea {jn} n& % una sucesion tal que / ra x G Rj n Vn € X (o sea II({j n } ne ^) = x). Ahora, por 
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construction tenemos que f n x E int Rj n y por definition de particion cerrada {jn} n( z% es unica. 
La funcion II es inyectiva sobre el conjunto r) n£ %?f~ n (M\U 1 j* =1 dRj). A continuation veremos que 
ese conjunto es denso en M e invariante bajo /. 

2.5 Borde de la particion de Markov 

Definicion 2.13 Sea 1Z = {R\, ■ ■ ■ , R m } una particion de M por cerrados. Se llama Borde de 1Z 
al conjunto 

m 

an = (J dRj 

3=1 

Si 1Z es una particion de Markov se llama Borde estable de 7Z a 

d s 1Z = Uf =1 d s Rj 

y se llama Borde inestable de 1Z a 

d u 1Z = Uf =1 d u Rj 
Se observa de la proposicion 12.71 lo siguiente: 

dlZ = d s lZ U d u K 

Proposicion 2.14 Sea 1Z = {R\, ■ ■ ■ ,R m } una particion por cerrados de M. Entonces: 

1) dTZ tiene interior vacio y es cerrado. 

2) U^ijmt Rj es abierto y denso en M. 

3) A = M \ U ne %?f~ n (d7Z) es denso en M e invariante por /. 

Demostracion: (1) dRj es cerrado con interior vacio. La union finita de conjuntos en una 
variedad que son cerrados con interior vacio es cerrada con interior vacio. 

(2) Tomando el complemento (d1Z) c es abierto y denso en M. Pero si y € (dTZ) c entonces 
y € nyL 1 (9i?j) c . Como 1Z cubre a M existe j tal que yint Rj. Entonces (dlZ) c C U^Lj^int Rj. 
Deducimos que U^^int Rj es abierto y denso en M. 

(3) A = f^ ne ^(f n dRj) c = ^ ne %f~ n ((dRj) c ) es denso en M porque es la interseccion nume- 
rable de abiertos densos. Ademas A es invariante por / porque 

r\A) = r i (f\ r n {(dRj) c ))= n r n ~Hmj) c ) = A □ 

2.6 Propiedades de las particiones de Markov 

La siguiente proposicion permite aplicar las condiciones (i) y (ii) de la definicion 12.101 de 
particion de Markov a otros puntos x £ M que no estan necesariamente en int Ri D / _1 (int Rj). 

Proposicion 2.15 Sea TZ = {Ri, ■ ■ ■ ,R m } una particion de Markov de M para f. Si int Ri n 
/ _1 (ini Rj) 7^ entonces para todo y £ Ri n f _1 Rj se cumple: 



17 



i) fiW'faRiVcW'ifytRj) 

ii) f{W u {y,R l ))^W u {fy,R ] ) 

Demostracion: Sean x G int Ri n / _1 (int Rj), y G i^fl f^ 1 (Rj). Es inmediato, a partir de la 
dennicion de rectangulo y sabiendo que x,y € Ri lo siguiente: 

PT(y,R) = {[y,z] : z G iy s (x,R)} = {[v,z] ■ f* G jW s (x,R)} 

Como x € int R n / _1 (int Rj) tenemos por la condicion (i) de la definicion 12. 101 que se cumple: 

f(W 8 {x,Ri)) C W 8 {fx,Rj) CRj 

Entonces y,z G Rj, /y, /z G Rj. Asi dist (y, z) < diam Rj < 5 < e. Analogamente dist (fy, fz) < 
e, de donde f[y,z] = [fyjz]. Luego 

fW s (y,Ri) = {f[y,z} : z G W s (x,Ri)} = {[fyjz] : z G Wfol*)} = 

= {[fy,w] : w e /W s (x,Rj)} C {[fy,w] : w G ^(/x^)} = W^f/y^) 
donde fx,fy G Rj. Deducimos que fW s (y,Ri) C W s (fy,Rj). Analogamente fW u (y,Ri) D 

ii •"(./•//./.*/; □ 

Corolario 2.16 Sz {Rj„}n>o es una sucesion de rectdngulos de una particion de Markov 1Z con 
didmtero 6 > suficientemente pequeno y tales que int Rj n fl/ -1 mi Rj n+1 7^ Vn > entonces 

n>0 ra>0 

Demostracion: Por lo observado en 12.111 c) si se elige el diametro de la particion de Markov 
menor que e > obtenemos C\ n>0 f~ n Rj n C W*(x, Rj ). Sea y G W*(x, Rj ). Por 12.151 se tiene 

fy G (/x, R.-J, /"y G W e s (/ n y, R in ) Vn > 

Luego ysn n > o r n %D 

Proposicion 2.17 Si 1Z es una particion de Markov para el difeomorfismo de Anosov f entonces: 

f{d s TZ) C d s K 
f{d u lZ) D d u TZ 

Demostracion: Sea x G d s lZ = U2=i 9 s Ri. Sea i tal que x G d s Ri. En la proposicion 12.141 se 
probo que Ujli m ^ Rj es denso en M. Entonces tambien lo es su preimagen por el difeomorfismo 
/. Luego 

m 

|J int 12,-) fl int Ri 

3=1 

es denso en R. Sea entonces x n G Uj=i ^ Rj) Pi m t R« Vn tal que x n — > x. Tenemos que 
f(x n ) G Ujli Rj Vn > 0, pero j solo puede tomar una cantidad finita de valores. Luego, 
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existe una subsucesion, que por comodidad seguimos llamando x n , y un mdice j tal que f(x n ) E 
int Rj Vn > 0. 

El rectangulo Rj es cerrado. Entonces f{x) = limf(x n ) 6 Rj. Tenemos entonces 



x n e(f 1 int Rj)f] int R { 



Luego por !2.15l se cumple 

f(W u (x,Ri))DW u (fx,Rj) 



Supongamos por absurdo que fx d s Rj. Existe un entorno V de fx en W"(/x) contenido en 
RjC\W?(fx). Entonces 

/^(tW*)) C W?(x) 



Asi x € int W u (x, Ri) en W"(x), o sea, x £ dRi contra lo supuesto. 
De igual forma se prueba que f(d u 1Z) D d u 1Z □ 
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov - Eleonora Catsigeras 



3. Semiconjugacion con el shift 

3.1 Espacio de funciones bi-infinitas y funcion shift 

Sea P = {pi, . . . ,p m } un conjunto finito de puntos en M. Se denota con P^ al espacio de las 

77 

sucesiones bi-infinitas de puntos en P. Tomando en P la topologfa discreta y en P la topologfa 

77 

producto asociada a ella, por el teorema de Tychonov, el espacio P es compacto y metrizable. 
Sea q = {qj}j e %, qj € P, q 6 P . Una base local de abiertos en q esta formada por los 



Definicion 3.1 La funcion o transformation shift, denotada como a : P^ i->- P , es la trasn- 
formacion definida por a(q) = q' donde q' n = q n +i, Vn G /Z. 

Se observa que la funcion shift a aplicada a q consiste en un corrimiento a la izquierda de los 
terminos de q: el mismo termino go que antes ocupaba el lugar 0, despues de aplicarle a ocupara el 
lugar —1 (es decir es q'_i), el termino q\ que antes ocupaba el lugar 1 pasara a ocupar el lugar 

77 77 

(es decir sera q' ) y asf qj = q'j_ 1 para todo j € Z,. Es facil demostrar que a : P h->- P^ es un 
homeomorfismo. 

3.2 Semiconjugacion 

Sean M, M' dos espacios topologicos, y sean /, /' dos homeomorfismos en M y M' respecti- 
vamente. 

Definicion 3.2 Una funcion 9 : M' ^Mse llama semiconjugacion de / con /' si cumple: 

i) 6 es continua y sobreyectiva 

ii) fo9 = 9of 
Se observa que 



Luego, toda orbita en M' segiin /' es llevada por 9 a alguna unica orbita por / en M y toda orbita 
en M por / es corresponde a alguna (no necesariamente unica) orbita por /' en M' . 

Definicion 3.3 Una semiconjugacion se llama conjugation entre / y /' si es un homeomorfismo. 



abiertos 



I N (q) = WeP" ■q j = q' j V|j| < N} 



Una metrica en P esta dada por 




fo9 = 9of f n o9 = 9of> n Vn£% 
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3.3 Semiconjugacion de los difeomorfismos de Anosov con el shift 

Sea j3 > arbitrario dado. Sea / : M i— > M un difeomorfismo de Anosov. Por el teorema 11.91 
el difeomorfismo / es topologicamente estable. Elijamos a > tal que toda pseudo-orbita de / 
esta /3 acompanada por una orbita de /. 

Sea < 7 < imn(/3,a/2) tal que 

dist (x, y) < 7 => dist (fx, fy) < a/2 

Tal mimero 7 existe porque / es continua en M compacta. 

Siendo M compacta existe un conjunto finito P = {pi, . . . ,p m } de puntos de M, centres de 
bolas de radio 7 que cubren M. Dado x G M existe pj G P tal que dist (x,pj) < 7. Es decir P es 
un conjunto 7-denso en M. 

Sea £(P) = { q eP% : dist (fqj, fq j+1 ) < a V j € %} 

S(P) es el conjunto de las Q-pseudo-6rbitas de / que estan formadas con puntos de P. 
Si ademas elegimos /3 < p/2, donde p es la constante de expansividad de /, se cumple, en 
virtud de la estabilidad topologica de / dada por el teorema 11.91 lo siguiente: 
Para todo q € S(P) existe un unico 0(q) G M tal que 

dist(f n (9{q)),q n )<P VneZ 



Lema 3.4 La aplicacion 9 : S(P) 1— > M es sobreyectiva. 

Demostracion: Sea x € M. Demostremos que existe algun q G S(P) tal que x = 9(q). 

'7/ 

La orbita {f n (x)} n£ ^ se puede aproximar por q = {q n } n( z% e P de modo que 

dist(/ n (ar),g n )<7 Vn e Z 

porque P es 7-denso en M. 

Entonces dist (fq n , <3Vi+l) < dist (/g n , / ra+1 2;) + 7. De acuerdo a la election de 7, siendo 
dist (f n x, q n ) < 7, se cumple dist (f n+1 x, fq n ) < a/2. 

Asf dist (fq n , q n+1 ) < a/2 + 7. 

Siendo 7 < a/2 se cumple dist (fq n , q n +i) < a, o sea {g n } es una a-pseudo-6rbita de /. Luego 
geS(P). 

Como {f n x} ni z5Z es una drbita que 7-acompafia a (? por construction, y siendo a < j3 resulta 
dist (f n x,q n ) < (3 Vn G Z. Entonces x = 9(q) como se querfa demostrar. □ 

Lema 3.5 La aplicacion 9 : S(P) 1— > M es continua 

Demostracion: Sea q n — >■ q G S(P), 0(q ,ri ) = x n G M. La sucesion x n puede suponerse 
convergente x n — > xodebido a la compacidad de la variedad M. 

Se tiene que dist (<j™, f J (x n )) < f3 Vj G ^ por la construction de la funcion #. 

Sea j £ X fijo. Como g n — > (7 G S(P), existe iV(j') tal que para todo n > N(J) se cumple 
q n G ij(q'), es decir qf = qi < j. 

De lo anterior se deduce que para todo n > N(j): 

dist ( qj ,f(x n )) </3 
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Tomando n — >■ oo, en virtud de la continuidad de / se deduce que 

dist(<&,/J'(x ))</3 Vj€Z 

Entonces por construction de la funcion 6 se cumple que xo = 0(q) y luego 9{q n ) —*0(q). □ 

Teorema 3.6 La funcion 6 : £(P) i-> M es una semiconjugacion del difeomorftsmo de Anosov 
f : M i-> M con el shift a restringido a £(P) 

Demostracion: La funcion shift a, cuando restringida a E(P), tiene codominio en X(P) pues 
X(P) es invariante bajo a. En otras palabras o~\^ P \ : X(P) i— > S(P). 

Para demostrar que 6 es una semiconjugacion entre / y <r| S (p) alcanza demostrar que el 
diagrama siguiente conmuta, pues ya se sabe que 9 es continua y sobreyectiva: 

a 

E(P) i — y S(P) 
6* i id 

M ^ M 
f 

Sea q € S(P). Sean x = 9(q), q' = cr(q). Alcanza probar que f(x) = O(q'). Sea x' = O(q'). Entonces 

dist(f n (x'),q' n )<P Vn€^ 
Pero q' n = q n +i pues q' = cr(q). Entonces 

dist(/ n (x'),gn+i) <P Vn£% 
dist (f n+ \r\x')),q n+l ) < /3 Vn € Z 
Luego f~ 1 {x') = 0(q) = x, de donde x' = f(x) como queriamos probar. □ 

3.4 Conjuntos estable e inestable en el espacio de sucesiones 

77 

Sea q G S(P) donde S(P) es el subconjunto de P (sucesiones bi-infinitas) definido en la 
section 3.3 

Definition 3.7 Se llama conjunto estable por q en S(P) a: 

^ s ((7) = {</ € S(P) : dist (aW) ^ n ^ +00 0} 
5e llama conjunto inestable por q en S(P) a: 

W u {q) = {q' € S(P) : dist {a q, a q') "►„_>_«, 0} 
Observation 3.8 Se sabe que dist(q,q') = YljeZ dist (qj,q'j)/2^\. Luego: 
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Si dist {a n q, a n q') — > entonces existe N tal que Vn > N se cumple 

^2lj|' gn+J ^ < mfn { dist (Pi'Pj) : * + 3,Pi,Pj £ -f} 

Lo anterior se cumple si y solo si g n = q' n para todo n suficientemente grande. Luego: 
W s {q) = {q 1 £ £(P) ■ q' n = q n Vn suficientemente grande} = 

W s (q) ={J{q'e S(P) : </ n = g„ Vn > iV} 

iV>0 

Analogamente: 

W^C?) = U W G : </n = 9n Vn < iV} 

iV<0 

Definicion 3.9 Se llama 0— conjunto estable (e inestable) por q a 

Wg(q) = W e : = 9n Vn > 0} 

(respectivamente a: 

= W e : = ?n Vn < 0}) 

Observacion 3.10 1) Wjf(g) C W s (q), Wtf(q) C t? u (<?) 

2) aW *(g) C WftOrg), ^(?)D^(<7 9 ) 

3) Si q,q' G £(P) y si go = <?o> entonces puede construirse una unica g" tal que g"j = qj Vj > 
0, g^- = g/. Vj < 0. Se cumple 

Definicion 3.11 Za funcion corchete en el espacio de sucesiones es: 

[,]:{(q,q>)e(Z(P)f:q = q' }^X(P) 

definida por 

o sea q" = [q, q'\ si y solo si q"j = qj Vj > 0, q" j = q'j Vj < 0. 

Proposicion 3.12 Sea 9 la semiconjugacion definida en la seccion 3.3. Si (3 es suficientemente 
pequeno entonces 

%, q'} = [0q, 0q'] Vq, q G E(P) tales que q = q' 
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Demostracion: Sean q,q' G S(P) tales que qo = q' . Llamemos x = 9(q), y = 9(q'), z = 9[q,q']. 
Hay que demostrar que z = [x,y] o sea que z = W*(x) Pi W^(y). 
Por construccion y por definition de la funcion 6 se cumplc: 

dist (f n x, q n ) < dist (f n y, q' n ) < /3 Vn G 

dist g n ) < P Vn > 0, dist (f n z, q' n )<p\/n<0 

porque z = 6[q, q'\. 
Entonces 

dist {f n x, f n z) < 2/3 Vn > 0, dist {f n y, f n z) < 2p Vn < 

Eligiendo 2/3 < mm(e, 5/2) se tiene que z G W/(x) fl W^y). Ademas dist(x,y) < dist(x,z) + 
dist (y, z) < 4/3 < 5 Entonces por la expansividad de /, el punto z G M es el unico en W^(x) fl 
W?(y). □ 

La semiconjugacion definida en la section 3.3 conmuta con la funcion corchete. 

3.5 Construccion de un cubrimiento con rectangulos 

Proposicion 3.13 Sea /3 > dado suficientemente pequeno, como en la Proposition \3.12l Si 
p s G P (segun la section 3.3) entonces T s = 6{q G S(P) : go = Ps} un rectdngulo cerrado de M 
con didmetro a lo sumo 2/3. 

Demostracion: Si g, q' cumplen qo = q' Q = p s entonces tambien se cumple por construccion de 
[q,q'} que [q,q'} = p s . 

Para demostrar que T s es un rectangulo en M alcanza tomar x, y G T s y demostrar que 
[x,y] G T s . Pero x,y G T s ^ 9{q) = x,9(q') = y con qo = q' = p s - Luego segun [3TT21 se tiene 
[x,y] = 9[q, q']. Entonces [x,y] G T s (por construccion de T s ). 

Ademas dist (x,y) < dist (x,qo) + dist (q'0,y) < 2/3. Entonces diamT s < 2/3. 

77 

T s es cerrado porque es la imagen continua de {q G S(P) : qo = p s } que es compacto en P 

77 

(ya que es cerrado en el espacio compacto P ) . □ 

Corolario 3.14 La familia de rectangulos r = {Tj}, = i v .. jm (construidos segun la proposicion WAS}) 
es un cubrimiento finito de M por rectangulos cerrados de didmetro a lo sumo 2/3. 

Demostracion: Alcanza ver que {Pi = M. Como 9 es sobreyectiva, todo punto x G M es 
x = 9{q) con q G S(P). Sea qo G P = {p±, . . . ,p m }- Entonces existe un submdice s = 1, 2, . . . , m 
tal que qo = p s , o sea x G T s . Luego M = U™ {Pi como se queria probar. □ 

3.6 Propiedades del cubrimiento por rectangulos 

Proposicion 3.15 Si x = 9(q) con qo = p s entonces 9{W^q) = W x (x,T s ) 

Demostracion: Si y G 9{W^q), entonces y = 9(q') con q 1 - = qj,Vj > 0. Asf [9q,9q'] = [x,y] = 
9[q,q'] (por la Proposicion 13. 12|) . 

Como q'j = qj Vj > tenemos que [q, q'] = q'. 
Entonces [x,y] = 9q' = y, de donde y G W s (x,T s ). 
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Hemos probado que 9(W$q) C W x (x,T s ). Retiprocamente, si y & W s (x,T s ) C T s entonces 
existe q' con q' = p s tal que y = O(q') (por construction del rectangulo T s ). 
Ademas si y G W s (x,T s ) entonces y = [x, y\. 
Aplicando la proposition 13.121 se obtiene: 

V = [x,y\ = [6q,6q'] = 0[q,q'] E OiW^q) 
Hemos probado entonces que W s (x,T s ) C OiyV^q). □ 

Observacion 3.16 La proposition anterior caracteriza las e-variedades estables en los rectangulos 
T s de M: la semiconjugacion 9 lleva 0— variedades estables en el espacio en e- variedades 

estables en rectangulos T s de M. 

La siguiente proposition sera utilizada en la section 5 de este trabajo para demostrar el teorema 
de Sinai (existencia de una partition de Markov para /, difeomornsmo de Anosov). 

Proposicion 3.17 Sea q G S(P) con qo = p s ,qi = pt (segun la definition al principio de la 
section 3.3). Sea x = 6(q). Entonces: 

i) fW s (x,T s )cW s (fx,T t ) 

ii) fW u (x,T s )DW u (fx,T t ) 

Demostracion: Se tiene fx = 6(aq), (aq)o = qi = Pt, % = 6(q), qo = p s . 

Por la Proposition EE] tenemos que W s (x,T s ) = 9(W$q), W s (fx,T t ) = 9(W$(aq). 

Por el Teorema[3j2./W s (x,T s ) = / o 9(W^q) = 9a(W$q). 

De la definition de Wq (q) y de la definition de la funcion shift a, es inmediato que aiW^q) C 
Wo(aq)). Entonces: 

fW s (x,T s ) C 9(W$o-q) = W s (fx,T t )) 
En forma similar, utilizando conjuntos inestables en vez de estables, se prueba (ii). □ 

Observacion 3.18 Este procedimiento ha permitido construir un cubrimiento r = {T\, . . . ,T m } 
de M por rectangulos cerrados de diametro menor que un mimero positivo dado y que cumplen 
las condiciones (i) y (ii) de la proposition anterior. Estas condiciones son similares a las exigidas 
en la definition de partition de Markov en el paragrafo l2,101 

El cubrimiento r no es necesariamente una partition de Markov porque los interiores de los 
rectangulos de r no son en general disjuntos dos y a dos y los rectangulos no son necesaria- 
mente propios. A partir del cubrimiento t, que cumple (i) y (ii), refinandolo apropiadamente, se 
construira una partition de Markov. 
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov - Eleonora Catsigeras 
4. Metodo constructive de la particion 

En la seccion 3.5 se construyo un cubrimiento finito r de la variedad M, con rectangulos 
cerrados {T±,T2, . . . ,T m } para el difeomorfismo de Anosov /, que cumplen las condiciones (i) y 
(ii) de la Definicion 12.101 de Particion de Markov. 

En esta seccion se refinara el curbrimiento r para obtener ahora una particion TZ por cerrados 
de M (con interiores dos a dos disjuntos) que sean ademas conjuntos propios (cada cerrado es la 
adherencia de su interior). 

Finalmente en la seccion 5 se demostrara que esa particion TZ es una particion de Markov para 

/• 

4.1 Primer refmamiento del cubrimiento 

A partir del cubrimiento {Ti}j=i 2 ... m = T defmamos otro cubrimiento mas fino, de la siguiente 
forma: 



Definicion 4.1 Sean Tj,T k G r. Se definen: 





= {x 


6 25 


: W u {x, 


Ti) 


n T k ± 


, W s (x, 


r i )nr fc ^0} 




= {x 




: W u (x, 


Tj) 




, W S {X; 


r i )nr fc = 0} 




= {x 




: W u (x, 


Tj) 


n T k = 


, W S {X; 


T i )nr fc ^0} 




= {x 




: W u {x, 


Tj) 


n T k = 


, W s {x, 


T i )nT fc = 0} 



Observacion 4.2 (1) Tj es la union disjunta U„_]Tjjj.. 

(2) Si ni / n 2 entonces intT^ 1 n = = T^ 1 n 2$. 

(3) 2* = Tj n T fc . En efecto: Tj n T fc C 2j fc . Ademas si x G T- fe entonces existen y, z G Tj Pi T& 
tales que y G W"(a;), z G W e s (x). Luego x = [x,y]. Pero por definicion de rectangulo, como 
y,z G Tj fl Tfc, entonces x = [z, y] G Tj n T&. 

Proposicion 4.3 Si TJ^. ^ entonces T™ k es un rectangulo. 

Demostracion: Sean x,y G Tj), C Tj. Entonces 2 G G Tj porque Tj es un rectangulo. 

Por la proposicion [231 como z G W s (x,Tj), tenemos que W s (z,Tj) = W s (x,Tj). Analoga- 
mente W u {z,Tj) = W u (y,Tj). Entonces W s (z,Tj) y W u {z,Tj) cortan a T k si y solo si lo hacen 
W s (x,Tj) o respectivamente W u (y,Tj). Luego z G Tj^ como queriamos. □ 

4.2 Segundo refmamiento de la particion 

Los rectangulos TJJ-, construidos al principio de la seccion 4.1 cubren a M pero no tienen 
necesariamente interiores disjuntos. Tampoco son todos propios porque no son todos cerrados. 
Construiremos un refmamiento TZ de {T^}. 



27 



En primer lugar hay que observar que un punto x G M puede pertenecer a varios rectangulos 
de la familia {T^,}. 

Definicion 4.4 Dado x G M sea 

H(x) = {(j,k,n):xeT£ k } 
R(x) = f] int T n jk 

(j,k,n)£H(x) 

donde R(x) podn'a ser vacfo. 

Z* = {x G M : x G int Tf k V(j, k, n) G # (x))} 

TZ = {R(x)} xeZ * 

Observacion 4.5 (1) 7?. es una familia finita, porque H(x) es un subconjunto del conjunto 
finite- de todos los posibles indices {(j, k, n) : 1 < j < m, 1 /eg/c < m, leqn < 4} 

(2) x G si y solo si toda vez que x G T™ fc se cumple x G int Tj^. 

(3) Si x G entonces x G -R(x); luego en ese caso R{x) ^ 0. 

(4) Si x G entonces i?(x) es un rectangulo abierto, porque no es vacfo y es interseccion finita 
de rectangulos abiertos. 

(5) Si x G Z* entonces R(x) es un rectangulo propio pues 

R(x) D int R(x) D int R(x) = R(x) 

pues R(x) es abierto. Entonces R(x) = int R(x). 

De las observaciones anteriores se deduce que TZ es una familia finita de rectangulos propios 
que cubren Z* . Probaremos que TZ es una particion de M (mas aun sera una partition de Markov) , 
para lo cual demostraremos que: 

I) La familia TZ cubre a M lo que se demostrara en la section 4.4. 

II) Dos rectangulos de la familiar TZ que sean diferentes tienen interiores disjuntos (esto se 
demostrara en la section 4.4). 

Las afirmationes (I) y (II) se probaran a partir de las definitiones de los rectangulos T™ fc y del 
conjunto Z* . En especial la densidad de Z* en M que se demuestra a continuation juega un papel 
importante en la prueba. 

4.3 Densidad del conjunto Z* cubierto por la particion. 
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Proposicion 4.6 El conjunto Z* definido en la section 4.2 es abierto y denso en M . Ademds 

m / 4 \ 



z *= n u int ^ u ^ 



nc 

j,k=l \n=l 



Demostracion: 
Por definition 

Z* = {x G M : x G int T" fc V(j, fc, n) G H(x)} = {x G M : x G T" fc => int T"J 

Se probo que M = nJL 1 Tj. Ademas por construction Tj es la union disjunta U^ =1 T" fc V(j, fc). 

Fijados j, k(l < j, k < m) y dado un punto x G M se cumple x G U U„ =1 Tjjj.. Si el punto 
x G Z* entonces x G T? U U^ =1 T" fc Vj, fc 

Y recfprocamente, si x G TJ U U^ =1 Tj^, Vj, fc entonces 

x G {x G M : x G T" fe => x G int T"J = Z* 

Luego 

m / 4 \ 

jr',fc=l \ n=l / 

Entonces Z* es abierto, por se intersection finita de abiertos. 

Para demostrar que Z* es denso en M alcanza probar que cada uno de los siguientes abiertos 



Z jk - T j U U T Jk 



71=1 

es denso en M. 

Para eso es sufitiente tomar un abierto cualquiera no vaci'o contenido en Tj y probar que corta 
a ULi T« . 

El lema que sigue permite caracterizar (J^ =1 int T™ k como intersection de dos abiertos densos 
en int Tj. Luego por el teorema de Baire, (Jn=i m ^ Tjk ser ^ denso en int Tj como queremos. 

Lema 4.7 Dados j,k sean 

A jjk = int {x G Tj : W s (x, Tj) n T k = 0} U int {x G T,- : W s (x, Tj) n T fc / 0} 

= int {x G Tj- : W u (x, Tj) n T fe = 0} U int {x G 2) : VF u (x, T,) n T k ^ 0} 

-Entonces 

1) A^nBj-^U^int^ 

2) A^fc y Bj <k son abiertos y densos en int Tj 
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Demostracion: 1) Teniendo en cuenta las definiciones en la seccion 4.1 se tiene que 

A jtk n B hk n Tj, k n = int T" fe Vj, k, n 

Entonces 

A hk n Bj- k n U^ =1 T« fc = U^i mt T« fc Vj, fc 

Sabemos que U^ =1 T" fc = Tj 9 Aj jk n -Bj^ y entonces n 5^ = U„ =1 int T™ fc Vj, A; 

2) Aj yk y Bjfc son abiertos por construction. Mostremos que Aj jk es denso en int Tj. Sea V 
un abierto no vacio contenido en Tj. Basta probar que V contiene algun punto de Aj ;k . 

V = {yeV: W s (y,Tj)nT k = 0} U {y € V : W s (y, Tj) n T k + 0} 

ler. caso) Si el primero de esos subconjuntos es vacio, entonces el otro es el abierto V y tiene 
entonces todos sus puntos interiores: V C Aj k . 

2do caso) Si existe y € V tal que W s (y, Tj) D T k = $ probemos que y € int {x £ V : 
W s (y,Tj)r\T k = %}cA hk : 

En efecto, si asi no fuera existirian Y n — > y en Tj tales que Z„ € W s (y n , Tj)nT k ^ 0. Tomando 
subsucesiones convergentes, tendn'amos z ra — >■ z en Tj fl T k (porque Tj,T k son cerrados). Luego 

z e W/G/n) dist (fz n , /V) < e Vp > 

Por continuidad dist (p z , f p y) < e \/p > y entonces z G W/ (y)nTjnT fc . Luego W s (y, Tj)nT fe ^ 
contra lo supuesto. □ 

4.4 Demostracion de que TZ es una particion de M 

En la seccion 4.2 se construyo una familia TZ = {R(x) } x ez* finita de rectangulos propios. 
Para demostrar que TZ es una particion por cerrados de M falta probar que 

I) TZ cubre M. 

II) Los interiores de dos rectangulos distintos de 1Z son disjuntos. 
Proposition 4.8 TZ = {R(x) } xe z* definido segun la seccion 4-1 es un cubrimiento de M 
Demostracion: Como la familia TZ es finita se tiene: 

(J Rjxj = |J R(x) 

xez* xez* 

Por la seccion 4.2 si x <G Z* entonces x <G R(x). Entonces U x& z*R{x) D Z* de donde 

|J R(x) D ~Z* = M 

xez* 

debido a la densidad de en M. □ 

Proposicion 4.9 Sea R(x) definido en la seccion 4-2. Se cumple 
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1) int R(x) = R(x) 

2) Si x,y son tales que R(x) n R{y) 7^ entonces R(x) = R{y). 
Demostracion : 1) Por la dennicion en la seccion 4.2 se tiene: 

r(x) = n int *Tk 

(j,k,n)eH(x) 

Por otro lado R(x) es abierto contenido en R{x) y entonces R(x) C int R(x) . 

Ademas R(x) C r\(j 1 k,n)eH(x)Tj l k que es un cerrado. Luego R(x) C T" fc V(j, /c,n) G H{x). 
Se deduce que 

int C int lj~ V(j, fc, n) G il(x) 

de donde 

int i?(x) C p| in t^fc = i?(x) 

(j,h,n)€H(x) 

2) R(x)capR(y) es abierto no vacfo y como Z* es denso en M contiene algiin punto z G Z*. 
Alcanza probar que R{x) = R(z) = R(y). Para eso es suficiente demostrar que si z G Z* con 
z G R(x) entonces H(x) = H{z) (por la definicion en la seccion 4.2). 

Demostremos primero que H(x) C H(z): 

{j,k,n) G H(x) => x G T" fc z G i?(x) ClJ C 3) = n^ =1 T" fc . Luego existe ni tal que 
z G T"J. Pero 2 G R(x) = Tj~ , luego 

de donde ni = n. Luego z G T™ fc y (j, k, n) G #(z) como se queria probar. 
Ahora probemos que H(z) C H(x): 

Sea (i,h,m) G #(.z), lo que implica z G T^™ C Tj, de donde 2; G Tj. Sea j tal que x G 2) = 
U^ =1 T^.. Existe n tal que x G T™-. Como F(x) C H(z) entonces z G T™. C Tj. Pero entonces 
z G Tj n T = Tl p o sea n = 1. Luego x G T*. = Tj n T< C Tj = l4 =1 T™ . ' 

Luego existe mi tal que x G T^ 1 . Como i?(x) C entonces z G T^ 1 . Pero por hipotesis 

z G T"l y entonces m = mi y x G T/^ de donde (i, h, m) G i?(x) como se queria probar. □ 

4.5 Densidad de Z* en las variedades estable e inestables 

En la seccion 4.3 se probo que Z* es denso en M y ademas que 

m 

z*= f] Tfu(A jtk nB jtk ) 
j,k=l 

Se probara que Z* es ademas denso en las e- variedades estables e inestables que pasan por algiin 
punto de Z*. Este resultado se utilizara luego en la demostracion del teorema de Sinai. 

Lema 4.10 Sean Aj jk y Bj ;k definidos en la seccion 4-3. 
Si x G Aj ;k entonces int Tj n W/(x) C Aj jk . 
Si x £ Bj^ entonces int Tj PI W £ u (x) C -Bj,fc- 
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Demostracion: Si x G Aj^ existe un entorno V de x en Tj tal que para todo y G V W s (y,Tj) 
corta a Tfc si y solo si lo hace W s (x,Tj) (por definition del abierto Aj^ en la seccion 4.3). 

Sea w G int Tj n Tenemos que x = [w,x]. Existe un entorno W de w en M tal que 

[W, x] C V por la continuidad de la funcion corchete. Podemos elegir W C Tj porque w G int Tj. 
Si z e W entonces [z,x] = y G V. Luego W s (z, Tj) = W s (y,Tj). Entonces para todo z G W: 
W s (z,Tj) corta a Tfc si y solo si lo hace W s (x,Tj). De donde w G W C Aj^. 

Analogamente se tiene que int Tj n W™(x) C -Bj^ cuando x G Bj^. □ 

Proposicion 4.11 Sean x £ Z* y R(x) definidos en la seccion 4-2. 
Z* es denso en W s (x,R(x)) y en W u (x,R(x)). 

Demostracion: Dado un abierto V en W s {x,R(x)) demostremos que contiene algun punto de 
Z* . Si w G V, entonces w G W£(x) n R(x), w = [x,w]. Por continuidad de la funcion corchete 
existe un entorno U de w en M tal que [x, U] C V. 

Como w G R(x) y R(x) es abierto podemos suponer que U C R(x). 

Sabemos que Z* es denso en M por lo demostrado en la seccion 4.3. Existe y £ U P\ Z* . Basta 
demostrar que el punto z definido como z = [x,y] pertenece a Z* . 

En efecto por lo demostrado en la seccion 4.3: Z* = n™ fc=1 T? U (A/,fc fl -Bjfc). Basta demostrar 
que si z G Tj entonces z G Aj^ fl Bj^ Vfc. 

Por construccion z = [x,y] , x, y G Z* fl R(x). Sea j tal que z G Tj. Sea i tal que x G Tj. 
Se tiene que y,z G i?(x) C int Tj = int T pues Tj es cerrado. Asf x,y G Z* n T. Por la 
caracterizacion de Z*: x,y G ^4jj fl -Bj,j- 

Ademas z G W/ (x) fl int Tj, z G W"(y) n int Tj. Aplicando el lema de la seccion 4.3 se tiene 
quez€A iJ nB iJ = U* =1 int 2%. 

Como z e Tj HTi = T}- entonces z int T} „■. Como x G Tj entonces x G T/l- para algiin n. Luego 

J L iJ L iJ L iJ 

y,z G i?(x) C overlineT^j . Luego z G Tfj n int T^ - 7^ de donde n = 1. 

Hemos probado que para todo j tal que z G Tj se cumple x,y G Tj. Entonces z £ Tj ^ 
x G Tj =>• z G J?(x) C int Tj. Luego z G W*(x) n int Tj , z G fl int Tj. Como 

x, y G Z* fl Tj entonces x, y G fl .Bj^ Vfc. Aplicando de nuevo el lema de la seccion 4.3 se 
deduce z G A,,*; fl Bj^ Vfe. □ 

Corolario 4.12 Si x £ f _1 (Z*) entonces f~ l (Z*) es denso en W s (x, R(x)). 

Demostracion: Sea V un abierto no vaci'o de W s (x, R(x)). Encontraremos un punto y G 

f~ l {z*)r\v. 

V = U n donde U es un abierto de M. 

f(V) = f(U) n f(W*(x)) porque / es invertible. 
f(V) = f(U) n W'Kfx) n f(B e (x)). Luego: 

/(V) es un entorno no vaci'o en W^(fx), de donde tambien lo es f(V) n R(fx) porque R(fx) 
es un abierto de M. 

Por la proposicion anterior existe z G Z* en /(V) fl R(fx). Sea y = / _1 (z). Por construccion 
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov - Eleonora Catsigeras 
5. Teorema de Sinai 

En la parte 4 se construyo una partition 1Z por rectangulos propios. Porbaremos que 1Z es una 
partition de Markov de M para el difeomorfismo / de Anosovo con lo cual quedara probada la 
existencia de particiones de Markov. 

5.1 Enunciado del teorema de Sinai 

Teorema 5.1 Si f es un difeomorfismo de Anosov en M entonces, dado (3 > existe una parti- 
cion de Markov de M para f con didmetro menor que f3. 

5.2 Lemma 

Lema 5.2 Sea r = \T\,T2, ■ ■ ■ ,T m } el cubrimiento definido en la seccion 3.5 con didmetro sufi- 
cientemente pequeno y sean Z*,7Z definidos en la seccion 4-2 a partir de r. 
Si x,y G Z* y si y G f~ l {Z*) n R(x) n W*(x) entonces fy G R(fx). 

Demostracion: R(f(x)) = Ci(j t k,n) G H(fx) int T™ fc por la definition en la seccion 4.2. 
Basta probar que fx G T™ fc 4 fy G int T™ fc . Probemos primero que fx G Tj 4/1/6 Tf 
fx G Tj 4 fx = 0(aq) con q 1 = pj, q Q = p h . Luego x = 6(q) 4 x G T h . 
y G W € s (x) n R{x) C W°(x) nT h = W s {x,T h ). 

Aplicando la proposition de la seccion 3.6 e obtiene fy G W s (fx,Tj) C Tj. 
Ahora probemos que fx G t" fc 4/1/6 T™ fc : 

fx G T™ fc C Tj =>/i;6 Tj = U^ =1 T" fc . Por absurdo supongamos que fy G T™^ con m 7^ n. 
Por hipotesis y G W/(a;). Aplicando 11.161 se tiene fy G W^(fx). Luego de la proposition 12.41 se 
obtiene W s (fx,Tj) = W s (fy,Tj). La hipotesis de absurdo y la definition de los rectangulos T" fc 
en la seccion 4.4 implican que estrictamente uno de los conjuntos W u (fx,Tj), W u (fy,Tj) corta 
a T k . 

Supongamos para fijar ideas que W u (fx, Tj) n T k / 0, W s (fy, Tj) n T k = 0. 

Como /x G Tj por 13.131 existe q G S(P) tal que (cg)o = Pj, = #(<7(/ = f(6q)). Llamando 
Pi = qo se tiene x = 9(q). Luego x G Tj. 

Por hipotesis y G n W e (x). De lo anterior R(x) C T%. Luego y G VF s (x,T). 

Por lo supuesto, existe fz G W u (fx,Tj) n Tfe. Aplicando la proposition de la seccion 3.6 se 
tiene que z G W u (x,Ti). 

Como ademas fz G T k , por 13.131 existe q G S(P) tal que a{overlineq)o = p k , fz = 0(aq) = 
f6q. Llamando ph = % se tiene z G 9(q). Luego z G Th- 

Por otro lado como x,y G T = U^ =1 T i Tl ft , existen ni,rt2 tales que a; G T"^, y G T™^. Luego 

y G -R(x) C Ti^ 1 . Como y G Z* entonces y G int T™^. Por lo observado en la seccion 4.1 
n\ = n 2 . 

Sabiendo que z G W u (x,Ti) fl T/, / y que i,j/6 T™^ se obtiene que existe w' G W u (y,Ti) n 
T^0. 

Sea to = G Tj D T/, porque z, tf/' G T n T^. Como w' G W"(y) se tiene w = [z,w'] = 

[z,y]eTinT h . 
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Si el diametro de los rectangulos T, se elige suficientemente pequeno, por la continuidad uni- 
forme de / en M compacta se cumple que w G W™(y), w,y G Tj dist (/ P W, / p y) < e Vp > 
0, dist(M/y) <e=>/«;GW £ u (/y). 

Como w G WfoTX) se tiene jfto G VP(/z,T fc ). 

Luego /u; = [fz, fy] G 1} porque fy, fz G 2}, de donde fw G W u (fy, Tj) flTj. ^ contra lo 
supuesto. 

Se observa que se han utilizado hasta aqm todas las hipotesis excepto que y G y que 

la misma demostracion puede realizarse permutando x e y, pues todas las hipotesis utilizadas son 
simetricas en x e y. Entonces y G R(x) n Z* y G i?(y) n 7^ -R(y) = -R(x) y como 
ifZ* entonces a; G = R(y). Ademas y G W/ (re) => x G W<f(y) por definicion. De allf que la 
suposicion del principio no era restrictiva. 

Finalmente demostremos que fx G T" fc =4> fy G int Tjfc : 

Tenemos que /x G T™ k =^ fy G T™ fe . Ademas por hipotesis fy € Z* o sea /y G T™ fe => fy G 
int 2£ fc C int □. 

5.3 Demostracion del teorema de Sinai 

La particion 7Z de M construida en la seccion 4.4 esta formada por rectangulos propios y es 
un refinamiento del cubrimiento r construido en la seccion 3.5. Luego: 

diam 1Z < max diam Tj 

Por la proposicion 13.131 diam T{ < 2/3 donde /3 es un numero positivo arbitrario. 

Para terminar de demostrar el teorema de Sinai solo hace falta verificar que 7Z cumple las 
condiciones (i) y (ii) de la definicion de particion de Markov (I2.10p . lo cual se demuestra a conti- 
nuacion: 

Proposicion 5.3 Si x G int Ri n / _1 int Rj con Rj G 1Z entonces 

(i) fW s (x,Ri) C W s (fx,Rj) 

(ii) fW u (x, R4) D W u (fx, Rj) 

Demostracion: Por lo visto en 11.161 fW^(x) C W^(fx). Para demostrar (i) alcanza probar 
que fW s (x,Ri) C Rj. Probemoslo primero en el caso particular que 

xez'n f~ x Z* n int R t n f~ l int Rj 

Por lo visto en la seccion 4.4 R(x) = int R(x), R{fx) = int R(fx). Por lo visto en la 
seccion 4.5 Z* n f~ x Z* es denso en Dado y G VF s (rc,i?j) existe y n — > y con y n G 

^* p f~ x Z* n VF s (x, R(x)). Por el lema de la seccion 5.2 se tiene fY n G R(f(x)) Vn. Luego 
/y = hm/y n G R(fx) = Rj o sea R4) C iij como querfamos probar. 

Ahora probemoslo en general: 

Si x G int R{ n / _1 int i?j sea 

x £ Z* Pi r l Z* n int ifc n f~ l int ^ 
Existe tal x porque Z* n f~ 1 Z* es denso en M al ser interseccion de abiertos densos. 



34 



W s (x,Ri) = {[x,y] : y G W*{x,Ri)} fW s (x,Ri) = {f[x,y} : y G W'(x,Ri)}. Como 
f[x,y] = [fx,fy] se obtiene: 

fW s (x,Ri) = {[fxjy] : y G W s (x,Ri)} = {[fx,w] : u> G /W s (x,i^)} 



C : w G W s (/x,^)} = W*{fx,Rj) 

Hemos probado que fW s (x,Ri) C W s (fx, Rj). 

La afirmacion (ii) se prueba de (i) aplicandola al difeomorfismo / _1 recordando que las varie- 
dades estables de / _1 son las inestables de /. □ 
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov - Eleonora Catsigeras 

6. Dinamica Simbolica 

6.1 Matriz de transicion 

Sea 1Z = {Ri, R2, ■ ■ ■ , R m } una particion de la variedad M. 

Definicion 6.1 La matriz de transicion A de la particion es una matriz m x m tal que Aij = 1 

sin int Ri (~l / _1 int Rj ^ y Aij = en caso contrario. 

Definicion 6.2 Si A es la matriz de transicion de la particion 7Z denotaremos con Y*a al conjunto 
de sucesiones bi-infinitas {Ra,i} i( z% de rectangulos de 1Z tales que dos rectangulos R ai y R ai+1 
consecutivos cumplen: 

int R ai n r l int R_ i+ i / 

Luego 

E A = {a € {1, 2, . . . , m} Z : A a%ai+1 = 1} 

Observacion 6.3 1) Si 1Z es una particion de Markov, aplicando I2.15I se obtiene, para todo 
x G Ri n f~ 1 Rj cuando Aij = 1: 

i) fW s (x,Ri)cW s (fx,Rj) 

ii) fW u (x,Ri)DW u (fx,Rj) 

2) Tia es invariante por el shift a pues 

a G Sa A aiai+1 = 1 Vi, cr(a)j = a i+ i, cr(a) i+1 = a i+2 , 
-4a l+1 a l+2 = 1 V* =► a (a) G S A 

3) En l2.11l se observo que si existe, es unico el punto x G ^j^zf^Rnj con i n j}jeZ suce sion 
cualquiera bi-infinita. 

Cuando 7?. es una particion de Markov demostraremos que 

1) ae^4 3x = Hj G %f-iR a , 

2) La funcion tt : £ A i-> M vr(x) = ^j & fflf~^ Ra 3 es una semiconjugacion de / con el shift. 

7r llevara entonces continuamente y sobreyectivamente las orbitas del shift en S A (llamada 
"dinamica simbolica") en las orbitas de / en M. 

Ademas en la seccion 2.4 se observo que si x G" Uj^zf^dTZ entonces existe una unica sucesion 
bi-infinita {nj}j e % tal que P(x) G R n . Vj G Zi (es decir x = r\-^^f~^R nj ). Eso significa que tt 
es ademas inyectiva en los puntos de M \ U^^f^dTZ, que como se vio en 12.141 es denso en M. 

6.2 Lema 
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Lema 6.4 Sea 1Z una partition de Markov y A su matrix de transition. Sea a G Xa- Entonces: 

j=N 

K N (a)= p| HR aj 

j=-N 

es un rectdngulo cerrado. 

Demostracion: Supongamos en primer lugar que K^(a) / y demostremos la tesis en este 
caso: Kn(o) es cerrado por ser intersection finita de cerrados R{. Si x,y G Kn(o) = n_jy/~ J i? . 
entonces f 3 x, f 3 y G R aj V|j[ < N. Sea w = [x,y] C R ao - Se cumple w G W s (a;, R aQ ), w G 
W u (y,i? ao ). Aplicando la proposicion 12.151 se obtiene: 

fweW s (fx,R ai ) , f- 1 weW u (f- 1 y,R a _ 1 ) 

fw G W s (fx,R a .) , r ] w G \Y"ij J !i.ll„ ) VO < j < N 

Se observa que para poder aplicar la proposicion 12.151 se usan las hipotesis a G T,a y la particion 
7Z es de Markov. 

Luego f J w G R aj y\j\ < N o sea u> G Kj^{a). 

Demostremos ahora que K^{a) ^ Va G E^: 

ifjv(a) = /^i2a_ N n f N - l R a _ N+l n . . . n r N+1 R aN ., n r^i?^ = 

n . . . n f R aN ) 

Es suficiente demostrar que para todo b G y para todo n > 

n n . . . n /- n i? 6n ^ 

Por induccion completa sobre n: Cuando n = el conjunto i?6 7^ por ser un rectangulo. 

Sabiendo por hipotesis de induccion que existe y G R bl Pi ... Pi f~ n+1 R bn encontremos z G 

fl 6o n/- 1 (%n...nr+\): 

b G S A => inti? 6o n / _1 int R bl ^$ 3/ _1 x G i? 6o n / -1 i? 6l . 

Sea 2 = Se tiene 2 G -R^ porque 1,1/6 i?^. Ademas 2 G i^). Por 12.151 

/* G W'(fy, R b2 ),..., f n ~ l z G W(/ n ~V R bn ) 

Asi 2 G i? 6l fl ... n f~ n+1 R bn . Ademas z G W u (x : E 6l ). Yox^Mf~ X z G W^C/ -1 ^/^) C E 6o . 
Asi se tiene 

f- l z g R ba n Z" 1 ^ n . . . n r n+1 R bn ) □ 
6.3 Teorema de semiconjugacion 

Sea 7Z = {i?i}i=i,..., m una particion de Markov de la variedad M para el difeomorfismo /. 
Sea A la matriz de transition y el subespacio de las sucesiones bi-infinitas definido en la 
section 6.1. 
Entonces 
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1) Para todo a G T,a existe unico x = n- e ^/ ■'(Raj) 

2) La funcion it : XU ^ M definida por ir(a) = ^j^^f^^iRaj) es una semiconjugacion de / 
con el shift a en S^. 

3) 7r| 7r -i(n ; , ez /-3(97e) c ) es inyectiva, es decir 7r es inyectiva en los puntos de M cuyas orbitas no 
cortan al borde d1Z de la particion. 

Demostracion: Sea K^(a) = f]\j\<N f~ J Raj ■ 

Kn{o) es cerrado no vacfo por el lema de la section 6.2 

Kn(o) D Kjv+i(o) por construction. 

Siendo M compacta por la propiedad de las intersecciones finitas se sabe que el conjunto 

K{a) = p| f~ j R aj = H K ^ a ) + 

infty N=l 

lo cual prueba que existe x G K[a). 

x G AT(a) es unico porque si x,y G if (a) entonces f- 1 (x), f J (y) G i? a vj G Pero R a tiene 
diametro a lo sumo igual al de la particion de Markov que puede elegirse menor que la constante 
de expansividad de / , resultando x = y. 

Se ha probado la parte 1) de la tesis. 

Ahora probemos la parte 2): 

^(«))= fl r jR a j+ ,=f(f] r ] - l Ra J+l ) = f{<a)) 

Entonces 

7r o a (a) = f o 7r(a) V a G XU 
Por lo tanto es conmutativo el siguiente diagrama 

a 

ir | | i 

M i->- M 
/ 

Para demostrar que tt es una semiconjugacion hay que probar que tt : T,a ^ M es continua y 
sobreyectiva. 

7r es continua pues si a n — > a G £a, llamando 7r(a n ) = x n G M y eligiendo una subsucesion 
convergente tenemos G M y ademas: 

+oo 

X n = f| /-^ a n 

— oo 

Como a n a, dado p > existe A > tal que a™ = a, Vn > A, V |j| < p. Luego para todo 
n > N el punto x ra G H% f~^Raj que es un cerrado. Entonces x = hmx ra G [Y- p f ^Ra 3 V p > 0. 

As,-,-, n : / ^:«). 
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tt es sobreyectiva pues si x G M \ \J ne % f J dlZ la orbita por x no corta al borde dTZ de 
la partition. Entonces sea %(x) el unico subindice tal que fi{x) G int R a .^ x y Como fi(x) G 
int R aj ( x ) CI / _1 int ^ +1 (x) tenemos que A ajaj+1 = 1 de donde a(a?) G XU. 

Entonces por construction: 

x £ P f~ 3 R aj {x) = 7r(a) Va G XU 

Hemos probado que ^(X^) D M \ LLez f 3 9TZ. Por 12.141 el conjunto M \ Unez f J dTZ es denso 
en M. 

Ademas X^ es compacto porque es cerrado contenido en el espacio compacto {1,2,..., m} . 
Luego it(Y<a) es cerrado en M. Como contiene a un conjunto denso en M y es cerrado en M es 
M, lo cual prueba que ir es sobreyectiva. 

Probemos ahora la parte 3): Si a, a' G XU tales que 7r(a) = vr(a') = x G M \ Unez/' 7 ^^ 
entonces f J x G int i? a . PI int i? a / V j G /Z. 

Por la definition de la section 2.4 los rectangulos distintos tienen interiores disjuntos. Entonces 
a,j = a'j. Luego a = a' y la transformation tt restringida a la preimagen por ir de M \ Unez f^TZ, 
es inyectiva. □ 

6.4 Conclusion 

El teorema anterior permite construir una semiconjugacion tt del difeomorfismo de Ansosov 
/ con el shift a en el subespacio de la sucesiones bi-infinitas S^. Ademas tt es inyectiva en un 
conjunto denso en M . 

Ya se observo en la section 2.4 que si TZ es un partition por cerrados cualquiera de M, aunque 
no sea de Markov, existe una funcion ir sobreyectiva que puede demostrarse que es continua usando 
la misma prueba de la parte 2) del teorema anterior, tal que conmuta el siguiente diagrama: 

a 

IT I 

M t-> 
f 

Ademas it es inyectiva en M \ U- e ^f^ 3 dTZ que es denso en M. 

En el caso que TZ sea ademas una partition de Markov se agrega que la semiconjugacion 
tiene dominio en E^. El subshift t|s a esta definido en el subconjunto compacto de las sucesiones 
bi-infinitas que cumplen A atClt+1 = 1. 

Se llama dinamica simbolica a la dinamica del shift en S^. La existencia de una partition de 
Markov en M para / asegura la existencia de la dinamica simbolica con la cual / es semiconjugada. 

Finalmente se observa que en la definition de rectangulo, en la de partition de Markov y en la 
demostracion del teorema de Sinai, no se utiliza la diferenciabilidad de / sino solo sus propiedades 
topologicas. Es por lo tanto aplicable a una clase mas general que los difeomorfismos de Anosov: 
los homeomorfismos expansivos topologicamente estables. 



7r- 1 (Af) C {l,2,...,m} j 
M 
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